Theoretische Informatik 2 - Hausaufgabe 3 (Abgabe: 11. Mai 2017)
J. Jacobi (4313470), A. Gottwald (2989286), S. Kramer (4238982)

Aufgabe 1
a)

Wenn die Sprache L entscheidbar ist, existiert eine entsprechende Turing
Maschine

M mit L(M) =L
die als Entscheider auf jeder Eingabe halt, sich also nach endlicher Zeit im
Zustand guecepr 0der @reject befindet.
Mit diesem Wissen konnen wir jetzt also eine Turing Maschine

M mit L(M) =L

wie folgt konstruieren:

M = {Qsr, %31 Uit O35 Ginit }

mit
QH:QM
EM =Xu
FM:FM
57 = Ou

In der Zustandsmenge ()37 miissen nun noch die Zustande Guecepr UNd Greject
vertauscht werden. Somit akzeptiert die Maschine M die Sprache

L=Y\L
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b)
Teil T

Wenn die Sprache £ semi-entscheidbar ist existiert eine entsprechende Tur-
ing Maschine M, mit

L(M)=L
Die Maschine M ist damit ein Semi-Entscheider, was bedeutet, dass sie auf
akzeptierende Eingaben auf jeden Fall halt, der Zustand guecep: also bei allen
akzeptierten Eingaben erreicht wird.
Wenn die Sprache £ co-semi-entscheidbar ist existiert eine Sprache
L=Y\L
und eine entsprechende Turing Maschine M, mit

LT =T

als Semi-Entscheider.
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Teil 11

Den Entscheider, der die Sprache £ akzeptiert wird wie folgt konstruiert:
Sei

MEntscheider = {Qa 27 Pv 57 Qth}

eine nicht-deterministische Entscheider Turing Maschine, mit

Q = QM U QM U {qmit; Gaccept qreject}

S=3
I=Ty Ul
§ =y Udyp

L ( MEntscheider) =L

Die Transitionsrelation muss noch wie folgt angepasst werden:

1)
(Qim't? 7) — {(QmitM Vs S)? (qwl,itﬁa e S)}

4
(QacceptMa ’7) ? {(Qaccepta 7) S)}
(qacceptﬁu 7) — {(qreject7 v, S)}

mit v € I'. Die Anpassungen an der Relationstransition bedeuten, dass
aus dem Startzustand g;,; auf jeden Fall eine Trasition zum ehemaligen
Startzustand beider Ursprungsmaschinen M und M passiert. Der ehemalige
akzeptierende Zustand von M geht auf jeden Fall in der jetzt akzeptierenden
Zustand ggecepr Uber und der ehemalige akzeptierende Zustand von M geht
in den jetzigen zuriickweisenden Zustand grejeq tiber.

Aus Teil I ist bekannt, dass bei gleichem Eingabewort eine der beiden Maschi-
nen akzeptierend halten muss, wenn das Wort Teil der Sprache £ ist halt die
Maschine M, wenn das Eingabewort nicht Teil der Sprache £ ist halt die
Maschine M. Genau den akzeptierenden Zustand von M ist jetzt unser ab-
weisender Zustand, somit ist Mg,ischeider tatsichlich ein Entscheider fir die
Sprache L.
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c)

£emﬁscheidbzzr = Esemi—entscheidbar A Eco—semi—entscheidba'r
Esemi—entscheidbar A 'Cco—semi—entscheidbar = Eentscheidbar
Eentscheidbar = ‘Csemi—entscheidbar A 'Cco—semi—entscheidbar

MEntscheider mit E(MEntscheider) = £entscheidbar
M Enischeider 15t auch ein Semi-Entscheider fuer £

Konstruiere einen Semi-Entscheider fuer £ = X*\ £

Sei M = (Q,%, A, 6, Ginit)

Q=Qum
Y =Xm
A=Ay
0=10ym

Vertausche Guecepr Und greject
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Aufgabe 2
a)

Da die beiden Sprachen £; und L5 entscheidbar sind existieren auch die bei-
den entsprechenden Turing Maschinen

M1 mit E(M1> = [,1 M2 mit E(MQ) = [,2

Zum Entscheiden der Sprache £1UL, konstruieren wir folgende nicht-deterministische
Turing Maschine.

= (Qa Za F7 57 Qant)
mit

Q = QM1 U QMQ U {qinita GQaccept Q’r‘eject}
S = Y, U,
[ =Ty, Uy,

Die Transitionsrelation ¢ besteht aus den Transitionen aus dp;, und dy,
und muss noch wie folgt erweitert werden.

(qinits ) $ (Ginitar, 7 S)
(Ginit ) (%’m’tMQ ,755)
(daceeptar,»7) > (daceepts 7+ S)
( Gaccept: Vs
(

(

QTejectMl ) ’Y

)
1

QacceptM2 ) ’7) — ( )
4

) — (QTe]ecta 7) )
4

) — (QTe]ecta 77 )

QTe]ectM2 ) ’7

Wobei gilt v € I'. Die Erweiterungen der Trasitionrelation bedeuten, dass es
aus dem Startzustand sowohl einen Ubergang in den Startzustand von M; als
auch eine Uberleitung in den Startzustand von M, gibt. Des weiteren gehen
die ehemaligen akzeptierenden Zustande von M; und Ms bei jedem gelesenen
Symbol in den Akzeptierenden Zustand ggccept, analog dazu die abweisenden
Zustande.
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b)

Da die beiden Sprachen £; und L, entscheidbar sind existieren auch die bei-
den entsprechenden Turing Maschinen

Ml mit E(Ml) == [,1 M2 mit E(MQ) = [,2

Zum Entscheiden der Sprache £, N L9 konstruieren wir folgende determinis-
tische Turing Maschine.

= (Qa Za F7 57 szt)
mit

Q = QM1 U QMQ ) {Qaccepta QTeject}
S = Y, U,
[ =Ty, Uy,

Qinit = Yinityr,

Die Transitionsfunktion & besteht aus den Transitionen aus dp;, und dy,
und muss noch wie folgt erweitert werden.

<QacceptMl ) — <QacceptM1 L)
(qaCCGPtMl $) - (qutMQ )
(QacceptM2 ) 7) — (Qrzccepta 77 )
(qT‘(i_jECtMl ) 7) — (QTe]ecta ’% )
(qrejectM2 ) 7) — (CIre]ecta ’Ya )

Wobei gilt v € T',o0 € ¥. Die Erweiterungen der Transitionsfunktion be-
deuten, dass der Schreib- /Lesekopf im akzeptierenden Zustand von M; wieder
auf den Startmarker des Bandes zuriick gesetzt wird und anschlieSlend der
Zustand zum initialen Zustand von M; wechselt. Zudem wird der akzep-
tierende Zustand von M, und de nicht akzeptierenden Zustande wie bei Auf-
gabenteil a) in den neuen akzeptierenden bzw. nicht akzeptierenden Zustand
iiberfiihrt.
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c)
Da die beiden Sprachen £; und L, entscheidbar sind existieren auch die bei-
den entsprechenden Turing Maschinen

Ml mit E(Ml) == [,1 M2 mit E(MQ) = [,2

Zum Entscheiden der Sprache L£;.L, konstruieren wir folgende determinis-
tische Turing Maschine.

= (Qa Za F7 57 szt)

mit
Q = QM1 U QMQ U {Q(zccepta QTeject}
Y =S U
D =Ty, Ul

Qinit = Qinityr,

Die Transitionsfunktion & besteht aus den Transitionen aus dp;, und dy,,
und muss noch wie folgt erweitert werden.

(QacceptMl ) P)/) — (Qanth 9 77 )
<QCLcceptM2 ) 7) — (Qaccept; 77 )
(Q'reject]\/[1 ) ’7) — (%"e]ect; Y, )
(%"ejectM2 ) 7) — (QTe]ecta 7, )

Wobei gilt v € T'. Die Erweiterungen der Transitionsfunktion bedeuten,
dass nach dem Durchlaufen des Machinenteils M; direkt der Maschinenteil
aus M, gestartet wird. Der Zustand guccept Ay wird in jedem Falle in den Zu-
stand ggecepr Uberfithrt und die beiden abweisenden Zustande der Ursprungs-
maschinen Qrejectar, und Greject werden in jedem Falle in den Zustand greject
iiberfiihrt.



Theoretische Informatik 2 - Hausaufgabe 3 (Abgabe: 11. Mai 2017)
J. Jacobi (4313470), A. Gottwald (2989286), S. Kramer (4238982)

Aufgabe 3
a)

Die Turing Maschine, die einen bindren Inkrement implementiert ist wie
folgt definiert:

Sei

M = ({QCounta QCopgp Qhalt}a {07 1}7 {07 17 $7 %}7 57 QCount)

eine 2-Band Berechnungs Turing Maschine, mit:

0

Alle hier nicht definierten Transitionen andern nichts am Bandinhalt und
bleiben stehen.

Funktionsweise:

Die hier angegegbene 2-Band Turing Maschine M liest nur von ersten Band
und schreibt nur auf das letzte Band, somit ist sie eine berechnende Turing
Maschine.

Im initialen Zustand qeoun: fithrt M die eigentliche Berechnung durch und
hélt hier insbesondere die Information, dass noch ein Ubertrag beachtet wer-
den muss. Im Falle der bindren inkrementation ist es so, dass sobald eine 0
gegen eine 1 getauscht wurde, der Ubertrag aufgelost wird und der Rest der
Zahl nur noch kopiert werde muss, genau dies tut der Zustand qcop,. Sieht
Jeopy das Ende des Eingabewortes wechselt M in den Zusamt gpnq und die
Berechnung ist beendet. Sieht hingegegen g.oun: das Ende des Eingabewortes
und ist somit noch ein iibertrag ausstehend, so wird das Ausgabewort um
eine 1 verlangert und auch hier wechselt M in den Zustand ¢ und die
Berechnung ist beendet.
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b)
Sei

M = ({q()a Gecount s Qback Qhalt}7 {]-}7 {07 17 $a @}7 5a q0)

eine 3 Band Berechnungs Turing Maschine, mit:

0:
(90, (5,9)) = (0, (3,8,9), (R, S, 5)
(90, (1,8)) = (Geount; (17 5,%), (R, R, S))
(q07 (M7 $)) — (QCopya (*%7 $,$)7 ( 757 S))
(‘kaunta (77 %)) — (Qbacka (77 17 $>7 (57 L> S))’V el
<QCountu (’77())) — <Qback7 (77 ) )7 Sv 7S))’V el
(QCounta (’Ya 1)) — (QCountv (’Ya O7$ ’ (87 ))7 E
(Qbacka (717’72)) - (C_Zback:a (717727$)7 (Sa ) ))71 € Fa 2 € {0 1}
(qbacka (% $)) - (QO, (% $, $)> (‘37 S, S))7 el
<QC0py7 (%7 $)) — (QCOPZW <%7 $7 $)7 (Sv R7 R))
(ch)pyv (%7 0)) — (qupy7 (%7 0, 0)7 (57 R, R))
(Geopy: (—+1)) = (Geopy, (—,1,1), (S, R, R))
(qCOPy?(Q7M)) (Qhalta(g7g7g>v<sv Sv S))

Alle hier nicht definierten Transitionen adndern nichts am Bandinhalt und
bleiben stehen.

Funktionsweise:

Die hier angegebene 3-Band Turing Maschine M hat ein read-only erstes
band und ein write-only letztes band, somit ist sie eine berechnende Turing
Maschine.

Im initialen Zustand ¢y wird durch das erste Band iteriert, falls eine 1 gele-
sen wurde wird auf dem zweiten Band die Isbf-Darstellugn einer binaren Zahl
inkrementiert (Geount). Falls ein . gelesen wird kopiert M das zweite Band
auf das letze Band (qeopy)-

Die Inkrementation funktioniert hier, wie in Aufgaenteil a), lediglich der
kopierende Zustand fiir den gleichbleibenden Rest des Wortes wurde einges-
part, und statt dessen ein Zustand qp.. eingefiihrt, der den Kopf auf den
zweiten Band wieder zurilick auf den Startmarker $ setzt.
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Aufgabe 4
a)

Die akzeptierte Sprache £(M) ist
L(M) = {P({a,b}")lal = [b]} U {0}

Die Turing Maschine akzeptiert also die Eingabe eines beliebigen Wortes
aus {a,b}* mit gleicher Anzahl @ und b im Wort und das leere Wort.

Funktionsweise:

Im Startzustand (g;,;) schreibt die Maschine entweder beliebig viele a auf
das zweite Band und genau so viele b auf das dritte Band oder springt in den
den Zustand ¢,,,. Beim ersten Eintritt in den Zustand g,,, steht der Lese-
/Schreibkopf des ersten Bandes auf dem Ersten Buchstaben des Eingabe-
wortes und die Lese-/Schreibkdpfe des zweiten und dritten Bandes auf dem
letzten Buchstaben des jeweiligen Bandes.

im Zustand (g..,) iteriert die Maschine jetzt durch das Eingabewort und
setzt fiir jedes gelesenen a den Lese-/Schreibkopf des zweiten Bandes und
fiir jedes gelesene b den Lese-/undSchreibkopf des dritten Bandes um eine
Position nach links. Wenn im ersten Band nun ein __. gelesen wird geht
die Maschine in den Zustand guccepr, wenn auf den beiden anderen Bandern
jeweils $ gelesen wird. Wird auf den beiden anderen Bandern etwas anderes
gelesen, wechselt die Maschine in den Zustand greject-

b)
c)

10



